
Leçon 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

Recasages possibles : 223, 224, 226, 230

Référence : Analyse pour l’agrégation de mathématiques, 40 développements, 2de

édition, Bernis2 (p. 145-149).

Développement 1

Théorème 1 Soient a ą 0 et f une fonction continue sur r0, as telle que fp0q “ 0,

pour tout x Ps0, ar, 0 ă fpxq ă x, et fpxq “
xÑ0

x ´ λxr ` opxrq avec λ ą 0 et r ą 1.

On considère la suite punqnPN définie par u0 Ps0, ar et un`1 “ fpunq. Alors,

un „
`8

`

λpr ´ 1qn
˘

1
1´r .

Application 2 Soit punq la suite définie par u0 P s0, 1s et un`1 “ arctanpunq. On

a

un “
`8

c

3

2n
`

3
?
6 lnpnq

80n
?
n

` o

ˆ

lnpnq

n
?
n

˙

• On commence par montrer que punq converge bien vers 0 : Pour tout n P N, on a

un Ps0, ar puisque u0 P s0, ar et s0, ar est stable par f . Ainsi, un`1 “ fpunq ă un,

et la suite punq est (strictement) décroissante. Or, punq est minorée par 0, donc

par le théorème de la limite monotone, punq converge. Si on note l P r0, ar sa

limite, alors d’après la relation de récurrence définissant punq, on a l “ fplq donc

l est un point fixe de f , et donc par hypothèse, l “ 0.

• On cherche alors à donner un équivalent asymptotique de un, et pour cela on

utilise le développement limité de f en 0 : Comme un ÝÑ
nÑ`8

0, on a

un`1 “ fpunq “
`8

un ´ λur
n ` opur

nq i.e un`1 ´ un “
`8

´λur
n ` opur

nq

On reconnâıt dans le membre de gauche la dérivée discrète de la suite punq, donc

on peut légitimement regarder l’équation différentielle analogue y1 “ ´λyr. Si y

ne s’annule pas, on obtient y1y´r “ ´λ ñ p
y1´r

1´r q1 “ ´λ ñ y1´r “ λtpr´ 1q `C.

Ainsi, une solution de cette EDO est donnée par yptq “
`

λtpr ´ 1q
˘

1
1´r . On peut

donc espérer obtenir un équivalent de punq sous la forme annoncée.

• Montrons pour cela que u1´r
n „

`8
λnpr´1q en utilisant des résultats sur les séries.

On regarde donc la suite pu1´r
n q comme la série des incréments u1´r

k`1 ´u1´r
k . Tous

les petits o qui suivent sont pour k Ñ `8.

u1´r
k`1´u1´r

k “
`

uk´λur
k`opur

kq
˘1´r

´u1´r
k “ u1´r

k

´

`

1´λur´1
k `opur´1

k q
˘1´r

´1
¯

Comme r ´ 1 ą 0, on a ur´1
k Ñ 0, donc on peut utiliser le DL en 0 suivant :

p1 ` xq1´r “ 1 ` p1 ´ rqx ` opxq. On obtient alors

u1´r
k`1 ´ u1´r

k “ u1´r
k

´

1 ` p1 ´ rq
`

´ λur´1
k ` opur´1

k q
˘

` o
`

´ λur´1
k q

˘

´ 1
¯

“ u1´r
k

`

pr ´ 1qλur´1
k ` opur´1

k q
˘

“ pr ´ 1qλ ` op1q

„
`8

pr ´ 1qλ ą 0

Le membre de gauche est positif par décroissance de punq et puisque 1 ´ r ă 0.

De plus, la série
ř

kpr ´ 1qλ est divergente, donc il en est de même de la série
ř

kpu1´r
k`1 ´ u1´r

k q et on a équivalence entre les sommes partielles :

n´1
ÿ

k“0

pu1´r
k`1 ´ u1´r

k q “ u1´r
n ´ u1´r

0 „
`8

λpr ´ 1qn “

n´1
ÿ

k“0

pr ´ 1qλ

On obtient donc u1´r
n „

`8
λpr ´ 1qn, d’où un „

`8

`

λpr ´ 1qn
˘

1
1´r .

• Application : Pour retrouver le DL en 0 de arctan, on utilise le DL suivant :

1

1 ` x2
“

xÑ0
1 ´ x2 ` x4 ` opx4q

En intégrant, on obtient arctanpxq “
xÑ0

x´ x3

3 ` x5

5 `opx5q. Comme arctanp0q “ 0,

et pour tout x Ps0, 1s, 0 ă arctanpxq ă x par concavité, les conditions de l’énoncé

sont bien vérifiées avec λ “ 1
3 ą 0 et r “ 3 ą 1. On obtient donc

un „
`8

`1

3
2n

˘
1

´2 “

c

3

2n
.

• Pour obtenir le terme suivant dans le développement asymptotique de un, on
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utilise le terme suivant du DL de arctan en 0, en reprenant le calcul mené dans

le cadre général :

u´2
k`1 ´ u´2

k “
`8

ˆ

uk ´
u3
k

3
`

u5
k

5
` opu5

kq

˙´2

´ u´2
k

“
`8

u´2
k

˜

ˆ

1 ´
u2
k

3
`

u4
k

5
` opu4

kq

˙´2

´ 1

¸

On utilise alors le même développement limité que tout à l’heure en le poussant

un terme plus loin : p1`xq´2 “
0
1´2x`

´2p´3q

2 x2 `opx2q “
0
1´2x`3x2 `opx2q :

u´2
k`1 ´ u´2

k “
`8

u´2
k

˜

1 ´ 2

ˆ

´
u2
k

3
`

u4
k

5
` opu4

kq

˙

` 3

ˆ

´
u2
k

3
`

u4
k

5
` opu4

kq

˙2

` opu4
kq ´ 1

¸

“
`8

u´2
k

ˆ

2

3
u2
k ´

2

5
u4
k `

1

3
u4
k ` opu4

kq

˙

“
`8

2

3
´

1

15
u2
k ` opu2

kq

On obtient donc u´2
k`1 ´ u´2

k ´
2

3
„

`8
´

1

15
u2
k „

`8
´

1

15

3

2k
“ ´

1

10k
. Comme le

terme ´ 1
10k ne change pas de signe, et que c’est le terme général d’une série

divergente (la série harmonique), on a équivalence entre les sommes partielles :

n´1
ÿ

k“1

u´2
k`1 ´ u´2

k ´
2

3
“ u´2

n ´ u´2
1 ´

2n

3
„

`8

n´1
ÿ

k“1

´
1

10k

Or,
1

k
ÝÑ

kÑ`8
0 donc

1

k
„

`8
ln

ˆ

1 `
1

k

˙

. À nouveau, comme le signe est constant

et par divergence de la série harmonique, on a équivalence entre les sommes

partielles :

n´1
ÿ

k“1

1

k
„

`8

n´1
ÿ

k“1

ln

ˆ

1 `
1

k

˙

“

n´1
ÿ

k“1

lnpk ` 1q ´ lnpkq “ lnpnq

Ainsi, on obtient u´2
n ´

2n

3
„

`8
´
lnpnq

10
i.e u´2

n “
`8

2n

3
´

lnpnq

10
` o

`

lnpnq
˘

.

Finalement :

un “
`8

ˆ

2n

3
´

lnpnq

10
` o

`

lnpnq
˘

˙´ 1
2

“
`8

c

3

2n

ˆ

1 ´
3 lnpnq

20n
` o

ˆ

lnpnq

n

˙˙´ 1
2

“
`8

c

3

2n

ˆ

1 `
3 lnpnq

40n
` o

ˆ

lnpnq

n

˙˙

“
`8

c

3

2n
`

3
?
6 lnpnq

80n
?
n

` o

ˆ

lnpnq

n
?
n

˙

Commentaires : Ce développement est (uniquement) calculatoire. Il n’y a pas de

difficulté particulière, il faut juste éviter de se perdre dans les calculs. Il n’y a pas besoin

de détailler autant, mais aller trop vite peut mener à des coquilles donc faut se méfier.
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